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Trasformazione di proiezione

Spazio 
Oggetto

Spazio 
Mondo

Spazio 
Clip

Spazio 
Vista

MM
Model-Matrix

MV 
View-Matrix

MP
Projection Matrix

Trasformazione di proiezione

Vecchio problema:
⇒(in arte, architettura progettazione)

come riportare
⇒oggetti 3D

⇒su un 
piano 2D

Assonometria cavalieraProspetto Frontale

Assonometira
Isometrica

Prospettiva a
punto di fuga singolo 

Prospettiva a punto
di fuga triplo

Pianta Obliqua

Alcune soluzioni classiche:
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Nostro modello semplificato:

pin-hole camera

distanza 
focale

-x

y

-z

image 

plane

Parametri intrinseci della camera:
(solo i principali)
 dimensioni image plane (w , h ) (in spazio vista)

 distanza focale (d ) (in spazio vista) oppure Field of View (FoV)
⇒ si possono ottenere uno dall’altro (come?)

⇒ il valore d  è facile da usare, ma FoV è intuitivo da settare:
• FoV grande >60° (dist foc. piccola): «grandangolo»

• FoV piccolo <45° (dist foc. grande): «teleobiettivo»

distanza focale d

w

h

Field of View (verticale)
(angolo)
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Da Field of View a Distanza focale

distanza focale

𝐹𝑜𝑉𝑉 = Field of View  verticale
(angolo)

ℎ

Vista di fianco:

𝑑 =
ℎ

2
cotan  

𝐹𝑜𝑉

2

distanza focale

𝐹𝑜𝑉𝐻 = Field of View  orizzontale
(angolo)

𝑤

Vista dall’alto:

𝑑 =
𝑤

2
 cotan  

𝐹𝑜𝑉ு

2

y

z

x

z

𝐹𝑜𝑉 = 2 arctan
ℎ

2𝑑

𝐹𝑜𝑉ு = 2 arctan
|𝑤|

2𝑑

Pin Hole camera
per semplicità, immaginiamoci
il piano immagine davanti
alla camera (e nn ribaltato),
piuttosto che·· dietro (e ribaltato).

(cioe’ sul piano z = -d )
(in spazio vista!)
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Matematicamente

y

-z

distanza 
focale d

image plane

centro di 
proiezione 

(origine)

x

),,( zyx
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Nota: 
non è affine;
Per es, non mantiene parallelismo
(ma mantiene: colinearità)

con k t.c. dz p 

zdk /

quindi…
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Estendiamo la rappresentazione di punti e vettori
in coordinate omogenee





















1

z

y

x

p





















0

z

y

x

v


Punti: Vettori:

1 0
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Estendiamo la rappresentazione di punti e vettori
in coordinate omogenee
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Punti: Vettori:

≠0 0

Estendiamo la notazione

Esprimo i punti anche con la notazione

0con 
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divisione per 
4ta comp

anche detta 
normalizzazione affine
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Estendiamo la notazione

 Per es:
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4 sono alcune delle
coordinate omogenee

del punto
che ha le seguenti

coordinate cartesiane
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0

3

1

2 sono le uniche
coordinate omogenee

del vettore
che ha le seguenti

coordinate cartesiane
















3

1

2

…

punto

vettore

questa è
in “forma 
normale”
( w = 1 )

Coordinate omogenee di punti

 Il punto P di coordinate cartesiane (x,y,z)
è rappresentato in coordinate omogenee
come (xw,yw,zw,w), con w qualunque (ma non 0)

 Set di coordinate omogenee diversi (x, y, z, w) e (x′, y′, z′, w′)
possono rappresentare lo stesso punto;

⇒ quando?

 Quando w = 1 (forma canonica) le coord cartesiane del punto 
coincidono con le prime tre coord omogenee.

 Con (x, y, z, w ≠ 0) si rappresentano punti, 
con (x, y, z, 0) si rappresentanovettori.

 Nota: tutte le matrici di trasformazione viste fin’ora funzionano
anche con questa notazione generalizzata! Es: VERIFICA.
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Coordinate omogenee (o affini)

 Tutte le matrici di trasformazione che abbiamo visto fin’ora
continuano a funzionare anche con i punti espressi in 
coordinate omogenee non canoniche (𝑤 ≠ 1)

 Esempio,
traslazione:

 Ma ora possiamo esprimere anche la proiezione prospettica…
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Matrice di
traslazione

del vett
(+5 , +2 , +3 )

Punto
di coord

cartesiane
(2 , 1.5 , 5)

Punto
di coord

cartesiane
(7 , 3.5 , 8)

(+5 , +2 , +3 )

Matrice di proiezione prospettica
variante (equivalente)

…che esprime il 
punto di coordinate

cartesiane…
(divido per w)

matrice di trasformazione
per la 

proiezione prospettica
(nota: non è affine)

𝐏 =

𝑑 0 0 0
0 𝑑 0 0
0 0 𝑑 0
0 0 −1 0

𝐏

𝑥
𝑦
𝑧
1

=

𝑑 ȉ 𝑥
𝑑 ȉ 𝑦
𝑑 ȉ 𝑧
−𝑧

−𝑥 ȉ 𝑑/𝑧
−𝑦 ȉ 𝑑/𝑧
−𝑧 ȉ 𝑑/𝑧

−𝑥 ȉ 𝑑/𝑧
−𝑦 ȉ 𝑑/𝑧

−𝑑
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Proiezione Prospettica: che effetto fa

d  infinito
(diventa

una proiezione
ortogonale)

d  piccolo d  grande

𝐏 =

𝑑 0 0 0
0 𝑑 0 0
0 0 𝑑 0
0 0 −1 0

Più distorsione 
prospettica.

Effetto "fish-eye"
(grandangolo)

Proporzioni
più mantenute

Effetto "zoom"
(eg. vista dal 

satellite)

Un problema con questa matrice di proiezione:
schiaccia la scena su un piano a Z costante

𝑑 0 0 0
0 𝑑 0 0
0 0 𝑑 0
0 0 −1 0

𝑥
𝑦
𝑧
1

=

𝑑 ȉ 𝑥
𝑑 ȉ 𝑦
𝑑 ȉ 𝑧
−𝑧

   →    

−𝑥 ȉ 𝑑/𝑧
−𝑦 ȉ 𝑑/𝑧

−𝑑
1

view
coords

clip 
coords

normalizzazione affine 
(x estrazione coordinate Cartesiane)

perspective
matrix

valore di z costante
formalmente è corretto 

(il punto finisce sempre sul piano immagine) 
ma perdiamo una dimensione inutilmente
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In realtà la proiezione non deve perdere
la terza dimensione: ci servirà

P
y

-z
v0

v1

v2

Spazio Vista
(3D)

x

y

z

x

Spazio Clip
[ancora 3D!]

Trasfromazioe
di 

proiezioni

La parte visibile casca sempre in 

[-1,+1] × [-1,+1] × [-1,+1]
(indipendentemente dalla dimensione, aspect ratio, o 
risoluzione dello schermo).
Quindi le coord in spazio clip sono dette anche
“Normalized Device Coordinates” (NDC)

Modificare la matrice di proiezione per 
rimappare la Z correttametne

Scelgo arbitrariamente
⇒z_near : la distanza della cosa più vicina

inquadrata nell’immagine  

⇒z_far : la distanza della cosa più lontana
inquadrata nell’immagine

⇒sono distanze definite in spazio vista!
• sono due reali > 0

La trasf di proiezione deve portare
l’intervallo Z (spazio vista) [-z_near .. –z_far] 
nell’intervallo Z (spazio clip) [-1..+1]
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Modificare la matrice di proiezione per 
produrre una z in spazio clip fra -1 e +1

In Spazio Vista:

-Znear -Zfar

-Z

In spazio Clip:

-1 +1

+Z
P

«View Frustum»

Modificare la matrice di proiezione per 
rimappare la Z correttametne

Voglio modificare P in modo che la Z in output
sia una qualche funzione della Z in input

𝑑 0 0 0
0 𝑑 0 0
0 0 𝐴 𝐵
0 0 −1 0

𝑥
𝑦
𝑧
1

=

𝑑 ȉ 𝑥
𝑑 ȉ 𝑦

𝐴𝑧 + 𝐵
−𝑧

   →    

−𝑥 ȉ 𝑑/𝑧
−𝑥 ȉ 𝑑/𝑧

−𝐴 − 𝐵/𝑧
1

view
coords

clip 
coords

che valori 
usare qui?

(per A e B )
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Modificare la matrice di proiezione per 
produrre una z in spazio clip fra -1 e +1

Troviamo i valori per A e B

Vogliamo che:
⇒se z vista = −𝑧𝑁𝑒𝑎𝑟, z clip deve essere −1 

⇒se z vista = −𝑧𝐹𝑎𝑟,   z clip deve essere +1 

⇒Quindi

−𝐴 +
𝐵

𝑧𝑁𝑒𝑎𝑟
= −1         − 𝐴 +

𝐵

𝑧𝐹𝑎𝑟
= +1

Risolvo per 𝐴 e 𝐵 ottenendo…

𝐴 =
௭ிା௭ே

௭ிି௭ே
𝐵 =

ଶ ȉ ௭ி ȉ ௭ே

௭ிି௭ே

(verificare!)

Matrice di Proiezione Prospettica ottenuta

𝑃   =   

    𝑑        0 0 0
1

1

    0        𝑑 0 0
1

1

    0        0
(𝑧ி + 𝑧ே)

(𝑧ி − 𝑧ே)

2 ⋅ 𝑧ி ⋅ 𝑧ே

(𝑧ி − 𝑧ே)

     0        0 −1 0
1

1

a aspect ratio
d  lunghezza focale
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Limiti dello spazio visibile (inquadrato)

Spazio 
Vista

Spazio 
Clip

𝑥
«left clipping plane» > −1

«right clipping plane» < +1

𝑦
«bottom clipping plane» > −1

«top clipping plane» < +1

𝑧
−𝑧୫୧୬ > −1

−𝑧୫ୟ୶ < +1

𝑧 = −𝑧୫ୟ୶
𝑧 = −𝑧୫୧୬

view
frustum

View Frustum (o viewing frustum)
in 3D

«View Frustum»

spazio
Vista
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Dettaglio tecnico

pixel
finali

(nello 
screen-buffer)

z

y

x

v0
v1

v2

v0
v1

v2

Spazio
Clip

(NDC)

Spazio schermo:
fragment.x
fragment.y

depth

Spazio
oggetto

co
m

p
u

ta
zi

o
n

i
p

e
r 

fr
a

m
m

e
n

to

frammenti

ra
st

e
ri

zz
a

zi
o

n
e

tr
ia

n
g

o
li

vertici
proiettati

co
m

p
u

ta
zi

o
n

i
p

e
r 

ve
rt

ic
e

Vertici
della
mesh

Da spazio clip a spazio Spazio Screen 
(o Spazio Viewport)

Una ulteriore trasformazione

⇒E’ di tipo più semplice:

Spazio 
Clip

Spazio 
Screen

൞

𝑥ᇱ = 𝑓௫ 𝑥     (lineare)

𝑦ᇱ = 𝑓௬ 𝑦     (lineare)

𝑧ᇱ = 𝑓௭ 𝑧      (lineare)

Automatica,
Hard wired
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Da Clip Space a Screen Space (o “Viewport”)

 In coordinate screen, 
i pixel (e i frammenti)
sono quadratini 
a coordinate intere 
di dimensione 1×1

+1-1

-1

+1

SCREEN 
SPACE

640×480𝑥

𝑦

𝑥

𝑦

640

480

CLIP
SPACE

il rettangolo di schermo 
che contiene il rendering

(nelle applicazioni 
che non sono a schermo intero)

X e Y da Clip Space a Screen Space

௧_௦







in
[ 0 , 1 ]³

in
[ -1 , +1 ] ³

Se 𝑅𝐸𝑆  ≠ 𝑅𝐸𝑆 
questo 

corrisponde 
ad una scalatura

non uniforme
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Limiti dello spazio visibile (sommario)

Spazio 
Vista

Spazio 
Clip

Spazio
Schermo

x
«left clipping plane» −1 0

pixel
coordinates

«right clipping plane» +1 𝑟𝑒𝑠୶

y
«bottom clipping plane» −1 0

«top clipping plane» +1 𝑟𝑒𝑠୷

z
−𝑧୫୧୬ −1 0 pixel

depth−𝑧୫ୟ୶ +1 1

𝑧 = −𝑧୫ୟ୶
𝑧 = −𝑧୫୧୬

view
frustum

Dettaglio tecnico

 Il processing per vertice :
ha il compito di produrre 
le clip coords del vertice
⇒sotto forma di coordinate omogenee (x⋅w, y⋅w, z⋅w, w)

⇒se X,Y,Z sono in [-1..+1], il vertice è nell’immagine

⇒quando X,Y, oppure Z fuori da [-1..+1]  fuori da immagine! 

⇒cioè: se Z > +1 troppo lontano, non disegno
cioè: se Z <  -1 troppo vicino, non disegno

⇒La matrice di proiezione deve quindi occuparsi
anche di produrre la Z corretta in spazio clip

 Il rasterizzatore (hard wired) trasforma le coordiante
clip x,y,z in coordinate schermo x,y e depth
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Dettaglo tecnico

Il vertex processor (programmabile!)
⇒deve produrre clip coordiantes del vert. processato

(in coordinate affini, come un vec4)
(anche non in forma normale, w !=1)

Il rasterizzatore: (hard-wired)
⇒prende vertici in clip coordinates

⇒produce frammenti in screen coordinates
• cioè «in pixel», e.s. in [0..639] x [0..479]

⇒prima di rasterizzare, converte le clip coordintes
in screen coordinates (e divide per w)

⇒applica cioè la trasformazione di viewport

Trasformazione di viewport :
da Clip Space a Screen Space (o Viewport)

Piano XY dello Spazio Clip: [ -1 , +1 ] × [ -1 , +1 ] 
Un quadrato (di lato 2)

Viewport:  [ 0 , resX ] × [ 0, resY ]
⇒Un rettangolo (quadrato solo se resX = resY)

 Il passaggio da Clip Space a Screen Space introduce 
uno scaling NON uniforme (se resX ≠ resY)

quindi:

 nella Trasformazione di Proiezione 
deve compensare applicando 
uno scaling NON uniforme inverso
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Pre-correzione dell’aspect ratio

Matrice di proiezione prospettica con 

correzione dell’aspect ratio a = 
ோாௌ

ோாௌೊ
  

oppureP =

𝑑 0 0 0
0 𝑑𝑎 0 0
0 0 𝐴 𝐵
0 0 −1 0

P =

𝑑/𝑎 0 0 0
0 𝑑 0 0
0 0 𝐴 𝐵
0 0 −1 0

Nota: la trasformaz. di proiezione dipende dai parametri INTRINSECI 
della macchina fotografica… compreso l’aspect ratio del suo frame!

Matrice di Proiezione Prospettica finale

𝐏   =   

    𝑑        0 0 0
1

1

    0        𝑎 ⋅ 𝑑 0 0
1

1

    0        0
(𝑧ி + 𝑧ே)

(𝑧ி − 𝑧ே)

2 ⋅ 𝑧ி ⋅ 𝑧ே

(𝑧ி − 𝑧ே)

     0        0 −1 0
1

1

a aspect ratio

d lunghezza focale
𝑧ே z-near 
𝑧ி z-far

in
spazio 

vista
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